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MATHEMATICS 
HINREICHENDE BEDINGUNGEN FtJR ANALYTISCHE, 
HARMONISCHE UND SUBHARMONISCHE FUNKTIONEN. IV 
VON 
L. R. J. WESTERMANN 
(Communicated by Prof. J. RIDDER at the meeting of December 23, 1961) 
In diesem Teil wird Satz 0 bewiesen. Voran geht Lemma I, das in 
Hinsicht auf spatere Anwendungen etwas allgemeiner formuliert ist als 
hier unbedingt notwendig. 
§ I6. Definition. S(II, a) ist ein System von Geraden d und 
--+ 
V ektoren ~, welches einer in einem Bereich B liegenden perfekten Menge 
II und einer positiven Zahl a zugeordnet ist, mit: I 0 Abstand von II 
zum Rande 0 von B grof3er als a; und mit folgenden Eigenschaften fiir 
--+ 
die d und ~: 2° durch jeden Punkt (x, y) E II gehen jedenfalls zwei nicht-
zusammenfallende Geraden d1(x, y), d2(x, y); jede Gerade, deren Rich tung 
Naherungsrichtung von Geraden d1(x, y) ist, wobei auch (x, y) als variierend 
gedacht werden dar£, ist eine Gerade d1(x, y); das gleiche gilt fiir die 
~
Geraden d2(x,y); 3° {d1(x",y"),d1(x',y')}33) ~ a(j =I, 2), (x",y") Ell, (x',y') Ell; 
~
4° {d1(x", y"), d2(x', y')} ~ 800 a bei (x", y") E II, (x', y') E II; 5° bei (x,y) Ell, 
(x', y') E d1(x, y) oder E d2(x, y), 0 < <5(x', y'; x, y) = V{(X'- x)2+(y'- y)2} ~a 
--+ --+ 
- ..... J~(x' y')-~(x y)J I gehoren Vektoren ~(x, y) bzw. ~(x', y') mit ' ' ~ -. 
<5(x', y'; x, y) a 
Lemma I. In einem beschrankten abgeschlossenen Bereich B (von 
R<2>) mit Rand 0 sei, bei xOy positiv orientiertes rechtwinkliges Koordi-
-natensystem, ~(x, y) ein Vektor mit stetigen Komponenten ~(x, y), 
O(x, y) parallel zur x- bzw. y-Achse. Weiter sei F ~ B und perfekt, mit 
00 
F · B i= 0, F · 0 von erster Kategorie auf F, und E = ! E<n> mit jedem E<n> 
n=l 
abgeschlossen in B. Durch jeden Punkt (x, y) E B ·F-E soil es zwei nicht-
zusammenfallende Geraden d1(x, y), d2(x, y) mit endlichen Grenzwerten 
lim sup 
(ro'.!l'l-+(ro,!/) 
(ro',!i'lEdi(:t,!il·B 
geben. 
I ~(x',y')- ~(x, y) I (J' =I, 2; <5= V{(x' -x)2+(y' -y)2}) 
<5(x', y'; x, y) 
33) {l, k} ist der kleinste Winkel der Geraden l und k. 
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Dann gibt es ein in B enthaltenes Stuck 18) II von F, ein positives 
a< 32:n:00 und ein zugehoriges System S(II, a), oder es gibt ein in B ent-
haltenes Stuck II von F, welches zu einer der Mengen E<n> gehort; dabei 
gehoren unter den Vektoren von S(II, a) die im Lemma (in den Punkten 
von II) angenommenen V ektoren. 
Beweis 34). Ist t eine feste Richtung, so sei fur eine Gerade l [t, l} 
der kleinste Winkel zwischen t und l bei Drehung in positivem Sinne 
von t a us; also ist immer 0 ~ [t, Z} < :n:. 
Fur naturliche Zahlen n1, nz, p sei (x, y) E F n 1, n 2, p, falls: a) (x, y) E 
EB·F-E mit Abstand von (x,y) und Rand C von B~ 1010--p; b) 
1
- nj I 1 . 8 ~ 8 [t, di(x, y)}- 800 p < 800 p (J = 1, 2); c) p < {d1(x,y),d2(x,y)}33) < :n;- p 35); 
d) I i8(xl' yl)- i8(x, y) I b . 0 -"( I I. ) < 1 d ( I I) d ( ) 
-"( 1 1 • ) < p e1 < u x , y , x, y = 200 un x , y E i x, y u X ,y, X, y p 
(j = 1, 2). 
Man hat: 
00 
F=F·C+ ! Fn1,n2 ,p+! F-E<n>, 
(n1,n,,p) n~l oo _ 
auch = F · C+ ! Fn1,n2 ,p+! F ·E<n>. 
(n1,n,,p) n~l 
Nach dem Satze von Baire 18) gibt es ein in B liegendes Stuck von F, 
entweder gehorend zu einem festen E<no>, oder gehorend zu einer Menge 
B·Fn1o,n2o,po fur bestimmte naturliche Zahlen n10,n2o,po. Im ersten Fall 
HiBt sich das zu E<no> gehorende Stuck als das Stuck II im Lemma nehmen. 
Im letzten Fall gibt es zu (x, y) E F n1o, n2o,po Geraden d1(x, y), d2(x, y), 
welche die Bedingungen b), c) und d) befriedigen mit n1=n1o, n2=n2o und 
p=p0• (Es darf ohnemehr angenommen werden, daB immer [t, d1(x, y)}< 
< [t, dz(x, y)}). 
Wir nehmen a= 20~ pO, wodurch mit FuBn. 35 folgt a < 32:n:00 . 
Es gibt somit ein abgeschlossenes Teilintervall u von B, mit Abstand zu 
C>a, das Punkte von Fn1o,n2o,po im Innern enthalt, mit U·Fc,;;Fn1o,n2o,po; 
als II betrachten wir die abgeschlossene Hulle von u·Fn1o,n2o,po. Die 
Punkte (x,y) EU·Fn1o,n2o,po genugen den Forderungen der Definition von 
S(II, a) bei Benutzung der im Lemma vorausgesetzten Geraden d1(x, y), 
dz(x, y). Man uberlegt sich unschwer, daB zu allen Haufungspunkten von 
u·Fn1o,n2o,po mindestens zwei Geraden d1, d2 gehoren, fur die die in der 
Definition von S(II, a) geforderten Bedingungen erfiillt sind. Die Wahl 
von II und S(II, a) im letzten Fall ist damit gerechtfertigt. 
34) Vergleiche den Beweis eines analogen Lemmas in [17], S. 150--154. 
35 ) Also muLl 1/p < n/16 sein bei F,.1,n.,p -:f=. 0. 
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§ 17. Sat z C. Der beschrtinkte Bereich B (in R<2>) sei von endlich 
vielen rektifizierbaren paarweise fremden Jordan-Kurven C1, ... , Cm berandet 
(C positiv orientierter Gesamtrand); xOy sei positiv orientiert und recht-
winklig. 
Zu jedem Punkt (x, y) E B-E, wobei E C B und abztihlbar, gehOre ein 
im allgemeinen schiefwinkliges, positiv orientiertes Koordinatensystem X(x, y) 
OY(x, y); iX(X, y) sei der Winkel von positiver x-Achse nach positiver 
X(x, y)-Achse, mit 0 ~ iX(X, y) < 2n, und fJ(x, y) der Winkel von positiver 
X(x, y)-Achse nach positiver Y(x, y)-Achse, mit O<fJ(x, y)<n. 
__,. 
V(x, y) sei ein im abgeschlossenen Bereich B definierter Vektor, mit 
stetigen Komponenten P(x, y), Q(x, y) parallel zur x- bzw. y-Achse; der 
__,. 
adjungierte Vektor ~(x, y), mit den Komponenten l,l3(x, y) = Q(x, y) und 
O(x, y)= -P(x, y), parallel zur x- bzw. y-Achse, soll in einem Punkte 
(x, y) E B-E die Komponenten l.l3x<x.v>(x,y) und 0Y(x,y)(x,y) parallel zur 
X(x, y)- bzw. Y(x, y)-Achse haben. 
V orausgesetzt wird : 
l o in jedem Punkte (x, y) E B-E sind die extremen Derivierten 
Dx(x.v) l.l3x<x.v)• Px('X.v> l.l3x<x.v)• DY(x.v) l.l3x<x.v)l PY<x.v) l.l3x<x.v) und ebenso die von 
OY<x. v) endlich 36 ) ; 
2° f(x, y) ist eine uber B Lebesgue-integrierbare Funktion, fur die ~n 
fast allen Punkten von B 
f(x, y) ~Dx(x,y) \,l3x(x,y)(x, y)+DY(x,y) 0Y(x,y)(X, y) - w(x, y) 
ist; 
3° ist 0 die (ofjene) Teilmenge von B, deren jeder Punkt (x, y) eine in B 
liegende Umgebung Q(x, y) hat, mit 
(38) ffJ f(x, y) dcr ~ fR(I) Pdx+Qdy, bei jedemSegment lCQ(x, y), R(I) 
positiv orientierter Rand von I, 
so nehmen l,l3(x, y) und Q(x, y) in jedem k-fach zusammenhtingenden, abge-
schlossenen Bereich 15 C 0 ( k = l, 2, ... ) ihre Maximal- und M inimalwerte in 
Punkten des Randes R(D) an 37 ). 
Nun ist: 
Sf B f(x, y) dcr ~ f0 Pdx+Qdy. 
Satz C ist eine unmittelbare Folge des allgemeinen Theorems mit 
Bemerkung (Teil II, § 8) und des nachfolgenden Hilfssatzes 9. 
36) Bei der Bildung dieser extremen Derivierten in (x, y) werden selbstver-
stiindlich auch in Punkten (x, y) =/:- (x, y) einer geniigend kleinen Umgebung von 
(x, y) nur Komponenten von j8 parallel zur X(x, y)- und Y(x, y)-Achse benutzt. 
37) Auch 1\l!(x, y)-pl und IO(x, y)-PI nehmen dann, bei p fest, ihre Maximal-
werte auf 15 in Randpunkten an. 
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Hilfssatz 9. Unter den Bedingungen von Satz 0 ist fiir jedes in B 
liegende Segment 1, mit positiv orientiertem Rand R(J), 
fS 1 f(x, y) da ~ S R(I) Pdx+Qdy. 
Zum Beweise dieses Hilfssatzes sind neben Lemma 1 (§ 16) noch drei 
weitere Lemmata anzuwenden. 
Den Beweis fiihren wir indirekt. Wir setzen somit unter den Bedingungen 
von Satz 0 voraus, da.B es ein Segment 1 in B gibt mit 
(39) 
Dann ist die MengeS der Punkte von B, in deren jeder Umgebung Seg-
mente liegen fiir die (39) gilt, nicht leer; S ist sogar perfekt in B. U sei 
ein Segment, das im Innern Punkte von S enthalt; nun sei F = (U ·S). 
In den Punkten von F-E sind wegen Voraussetzung 1° fiir den zuge-
.-
horigen Vektor ~(x, y) die Annahmen von Lemma 1 erfiillt, wenn man 
nur in jedem Punkt (x, y) E F-E die Geraden d1(x, y), d2(x, y) bzw. mit 
X(x, y), Y(x, y) zusammenfallend annimmt. Daraus folgt in diesem Spezial-
fall die Existenz eines Systems S(II, a) gemaf3 der Definition in § 16 und 
't 7t 
m1 a< 3200' 
Es ist nun erlaubt, ohne daB dabei der Wortlaut der Bedingungen von 
Satz 0 geandert werden muf3 38), xOy derartig gedreht zu denken, da.B 
fiir jeden Punkt (x, y) E II: 
{0;:-d;(x, y)}< 300 a, {OY";d;(x, y)}< 300 a (j = 1, 2). 
Daneben gibt es nach der Drehung ein kleinstes Segment 1o, nun mit 
Seiten parallel zu den neu gewahlten x- und y-Achsen, da.B ein kleineres 
Stiick II von F und somit auch von S enthalt, wobei also 10 ·II -:f. 0, und 
auf3erdem Diameter von 1o<a2. 
In den nun folgenden Betrachtungen tiber die Lemmata 2, 3, 4 sollen 
xOy, II, a, 1o sein wie hier angegeben. 
§ 18. Lemma 2. .x1) (x', y') E II, (x", y") E II; (x1, y1) Schnittpunkt 
von d1(x', y') und d2(x", y"), (x2, y2) Schnittpunkt von d1(x", y") und 
d2(x', y'); das von den d1(x', y') und dJ(X11 , Y11 ) (j = 1, 2) gebildete 
abgeschlossene Viereck sei nicht entartet. Dann ist sein Diameter 
1 
<- · t5(x", y 11 ; x', y'). 
a 
.xz) Liegt es ganz in 1o (§ 17), so ist fiir jedes in ihm enthaltene Punkte-
paar {(~', rj'), (~", 17")} 
lro(t:ll II) ro(l:' ')I k .!>( II II , ') b . k 12 1Q <;- , 'fJ - 1Q <;- , 'fJ < 1 · u X , y ; X , y , WO ei 1 = 2. 
a 
38) Fiir Voraussetzung 3° folgt dies mit dem allgemeinen Theorem (II, § 8). 
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{3) Ftir aile zu II gehorende Punktepaare {(x', y'), (x", y")} gilt 
I ~(x", y")- ~(x', y') I< k1 · b(x", y"; x', y'). 
b(x" y" · x' y') 
Beweis 39). ad .x1). Da jede Seite des Vierecks ~ .' 800 ' < Slll a 
b( II II I ') 
< x '%o~: 'y ist (die Winkel des Vierecks oder ihr Supplement sind 
~ 800 a wie aus Eigenschaft 4° von S(II, a) (§ 16) folgt), ist sein Diameter 
1 
<- · b(x", y"; x', y'). 
a 
ad <X2). Aus (~', r/) E r, w, rj") E r, mit r Rand des Vierecks, etwa 
I (t, r/) E (x1, y1), (x", y"), (t', rj") E (x2, y2), (x', y') 40), folgt 
I @w'' rj")- @w' r/) I ~ I @w'' rj")- @(x'' y') I+ I @(x'' y')- @(x1, Y1) I+ 
+I @(x1, Y1)- @(x", y") I+ I ~(x", y")-mw, r/) I, 
also allgemein : 
(40) 1 mw', r/")- ~(~', r/) 1 < 4. ~. ~. b(x", y"; x', y') = 42 • b(x", y"; x', y'), a a a 
wegen Diameter von lo<a2 und Definition von S(II, a), 5°. 
Bei II'=Teilmenge von II im Innern des Vierecks, (~, r/) E II', 
(t', r/') E II' haben d1(~', r/) und d2(~", rj") Schnittpunkte (~1, 1]1) bzw. 
(~2 , 1]2) mit F; Anwendung von (40) auf (~1, 1]1), (~2, 112) und zweimalige 
Anwendung von 5° aus der Definition von S(II, a) liefert 
(41) I mw', 1]")-mw, n') I< 62 • b(x", y"; x', y'); a 
dies bleibt richtig mit (~', 1] 1 ) E II', W', 1]") E r. 
(41) gilt somit bei {t, 'fJ') E F+II', (t', n") E F+II'. 
39) Vergleiche die Beweise zweier Lemmata in [14], S. 64-69. 
r--1 
40 ) PI. p2 deutet das P1 und p2 verbindende Liniensegment an. 
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{t, r/) E T+II', (t', r/') zwar im Viereck, aber ¢ T+II', fi.ihrt zu einer 
groBten, im Viereck enthaltenen, (e, rj") enthaltenden, offenen Menge 0, 
deren Punkte (x, y) Umgebungen Q(x, y) haben mit der Eigenschaft, daB 
fiir jedes Segment 1 in einer solchen Umgebung (38) gilt. Voraussetzung 3° 
von Satz 0 (und von Hilfssatz 9) liefert dann 4I) bei festem W, r/) E r +II': 
Max l~(x, y)-~{t, n') I auf 0 =Max l~(x, y)-~{t, n')l auf 0-0 
und 
Max I O(x, y)-Q{t, n') I auf 0 =Max I Q(x, y)-Q{t, n') I auf 0--:-0 37). 
Dabei ist 0-0 ~ T+II'. Also folgt in diesem Fall: 
I~(~") n")- mw) n') I ~ Max I m(x, y)- mw) n') I auf 0 ~ Max I ~(x, y)-
-~w, '1] 1 ) I auf 0 +Max I Q(x, y)-Q{t, 1]1 ) I auf 0 =Max I ~(x, y)-
-~w, n') I auf 0-0 +Max I O(x, y)-Q{t, 1]') !auf 0-0 
< 1;. o(x",y"; x',y') oder kl·o(x",y";x',y'). 
a 
(~', 1] 1 ) EO, (~", n") EO fi.ihrt in analoger Weise zu: 
I ~W', n")-mW, n') l<k1· o(x", y"; x', y'). 
ad (3). (x', y') E II, (x", y") E II, (x1, y1) Schnittpunkt von di(x', y') und 
d2(x", y") 42). Nun ist 
J1 ( II II I y') J1 ( If II I I) 2 o( , , . ) < u X , y ; X , u X , y ; X , y _a_ 
x 'Y 'XI, Yl = sin 800 a < 400 a < 400 a< a. 
Daneben gibt es eine analoge Ungleichheit fiir o(x', y'; XI, YI). Zweimalige 
Anwendung von 5° aus der Definition von S(II, a) (§ 16) fiihrt zu: 
I m(x") y")- m(x') y') I ~ I m(x") y")- ~(XI, YI) I+ I m(xl, YI)- m(x') y') I ~ 
1 o( " " ' ') S:: 2 · - · X 'y ; X 'y < k · o(x" y". X 1 y') 
- a 400 a 1 ' ' ' • 
41 ) Hier wird folgender Satz angewandt: F(x, y) sei stetig auf einer beschrankten 
offenen Menge 0, mit (endlichen) Grenzwerten auf dem Rande 0- 0. Fur jedes 
k-fach zusammenhangende, mit Rand in 0 Iiegende Bereich D(k = l, 2, ... ) sei 
Max F(x, y) auf 15 = Max F(x, y) auf 15 - D. Dann ist fiir die auf 0 definierte 
Funktion u(x, y), welche = F(x, y) auf 0, und gleich den Grenzwerten von 
F(x, y) auf 0- 0. 
Max u(x, y) auf 0 = Max u(x, y) auf 0 - 0. 
Beweis. Mittels der (abgeschlossenen) Maschen eines Netzwerkes in R<2J Ia.13t 
sich eine Folge {Om'} (m = l, 2, ... ) von Mengen deren jede Summe von disjunkten, 
aus endlich vielen Maschen aufgebauten abgeschlossenen Bereichen ist, angeben, 
mit 01' C 02' C ... COm' C . . . und Rand Om' - Om' gleichma.13ig nahernd zum 
Rande von 0. Auf jedem On' nimmt u dann ihr Maximum auf On' - On' an. 
Daraus folgt, da.l3 sie auch ihr Maximum in 0 auf 0 - 0 annimmt. 
42) Die Ableitung ist dieselbe ob nun (x1, y1 ) mit einem der Punkte (x', y'), 
(x", y") zusammenfallt, oder nicht. 
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Lemma 3. C sei eine (offene) Kreisscheibe in B mit Radius r und 
Mittelpunkt (xo, yo) E II, wobei 
(42) m[Il·C] > l-a4 
nr2 • 
Dann ist 
(43) 
fiir aile Punkte (x, y) mit b(x, y; Xo, yo)< !r. 
Beweis 43). Es sei (x, y) EO mit b(x, y; xo, yo)<!r; (~', r/) und W', rj") 
seien Punkte mit den Eigenschaften: 1° W, rj'), (~", rj") ist parallel zur 
r-
y-Achse; 2° (x, y) E (~', r/), W', n")und b(x, y; ~', 1]1 ) = b(x, y; t', n") = !r. ()"; 
C' und 0" seien ( offene) Kreisscheiben mit Radius 0"2 • r und Mittelpunkt 
(~', n') bzw. W', n"). 
C' C C, C" C C und m(C') =m(C") =n<T4r2. Mit (42) folgt dadurch, daB 
es Punkte (x', y') E IJ.Q', (x", y") E IJ.Q" gibt. Die Geraden d1(x', y'), 
d1(x", y") (j = l, 2) bilden nun ein abgeschlossenes Viereck mit den Eck-
punkten (x~, y1), (x', y'), (x2, y2) und (x", y"), das nach Betrachtungen von 
D. MENCHOFF 43), (x, y) im lnnern enthalt. 
43) Vergleiche den Beweis eines Lemmas in [14], S. 69-71. 
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Wir werden zeigen, daB dieses Viereck ganz zu 1 o ( § 17) gehort. 
(x', y') E II, (x", y") E II liefert auch (x', y') E 1o, (x", y") E 1o. Nach Lemma 
2 gilt 
1 1 
b(x1,y1; x2,y2) <- b(x",y"; x',y') ~- [ra+2ra2] = r+2ra. 
(] (] 
Gehorte das Viereck nun nicht ganz zu 1 o, so ware die Seite von 1 o parallel zur 
x-Achse < r+2ra, so mit m(O -10 ) < (r+2ra) · 2r, wodurch, wegen II ·0 C 1o · 0, 
m(II·0)<2r2+4r2a ware, was mit (42) zu 
nr2(1- a4) < 2r2+4r2(J' 
fiihren wiirde, im Widerspruch zu a < 3; 00 (§ 17). 
Nun laBt sich auf dem Viereck Lemma 2, £X2 anwenden, was liefert 
(44) I ij(x, y)- ij(x', y') I< k1· b(x", y"; x', y') < k1 · (ra+2ra2) < k1·r. 
Aus (x', y') E II, (xo, yo) E II folgt mit Lemma 2, {J, und (x', y') E 0' COr 
(45) lij(x', y')- ij(xo, yo) l<k1· b(x', y'; xo, yo)<k1·r. 
(44) und (45) liefern die gesuchte Ungleichheit (43). 
_,. 
Lemma 4. Bei m(II)>O ist ~(x, y) fast iiberall total-differenzierbar 
auf II 44), und in fast allen Punkten von II ist dann 
(46) ~~~I~ 4ki, ~~~I~ 4kl, ~~~I~ 4kl, ~~~I~ 4kl. 
Beweis. II hat in fast jedem ihrer Punkte die Dichte 1. Das heiBt: 
zu einem solchen Punkte (xo, Yo) gibt es ein positives ro mit 
m[II·O(xo,yo;r)] 1 -"-b'O --=-----'--::2~-c..:: > - u • ei < r < ro; 
nr 
dabei ist O(xo, yo; r) die (offene) Kreisscheibe mit Mittelpunkt (xo, yo) 
und Radius r. 
Nach Lemma 3 ist dann fiir alle Punkte (x, y), mit b(x, y; xo, yo)< ir, 
I ij(x, y)- ij(xo, yo) I< 2kl · r; 
somit, bei b(x, y; xo, yo)= !r, 
und 
I ~(x, y)- ~(xo, yo) I~ 2kl · r = 4k1 · b(x, y; Xo, yo) 
~(x, y)- $(xo, yo) I ~ 4kl · b(x, y; xo, Yo), 
I O(x, y)- O(xo, Yo) I ~ 4kl · b(x, y; xo, yo). 
"") D.h. sowohl \l!(x, y) wie Q(x, y) sind fast iiberall total-differenzierbar auf II. 
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Nach einem Satze von STEPANOFF 45) folgt daraus, daB ~ und n in fast 
allen Punkten von II total-differenzierbar sind, zusammen mit ( 46). 
§ 19. Wir kehren nun zu den Betrachtungen von § 17 (Beweis des 
Hilfssatzes 9) zuriick. 
Q sei ein abgeschlossenes Quadrat, mit Seiten parallel zur x- und y-
Achse und positiv orientiertem Rand R(Q), Seitenlange a und C 10• Fiir 
eine natiirliche Zahl n sei 
(4 7) l 20a - ·- < Abstand von R(Q) und lo-lo, und <ta. 
az n 
Q wird durch Geraden parallel zur x- und y-Achse in n2 kongruente 
Quadrate Qn, 1 ( l;;;; j;;;; n2), mit Seitenlangen ajn, geteilt. 
Aus der Totalstetigkeit des Integrals von f(x, y) in 10 folgt bei positivem 
rJ die Existenz eines positiven s <! und < rJ mit 
(48) I Sfx f(x, y)dai<n fiir jede meBbare Menge XC Io mit m(X)<s. 
(xn,j, Yn,j) sei die Mitte von Qn,j, Yn,j die abgeschlossene Kreisscheibe 
Sa 
urn (xn,f, Yn,j) mit Radius rn = -. Die Quadrate {Qn, 1} zerfallen nun 
n 
in drei Gruppen: 
l o die Q~.i, fiir die gilt: 
(49) 
2° die Q~.i, die im Innern keine Punkte von II enthalten; 
3° die Q-"'. die im Innern Punkte von II enthalten, mit 
n.1' 
(50) 
Die Menge En= L Q~.i ist meBbar mit lim m(En) = 0 47 ); dadurch ist es 
(i) n-->00 
moglich n auBerdem so groB zu wahlen daB: 
(51) m(En)<s. 
45 ) Dieser lautet: Ist /(x, y) stetig im Bereiche B, so besteht eine notwendige 
und hinreichende Bedingung dafUr daJ3 sie fast iiberall in B total-differenzierbar 
sei, darin daJ3 L1(x, y) ~lim sup lf(x+h/+k)-f(x,y)l fast iiberall in B endlich 
h-+0, k-+0 (h2+ k 2) 
sei. Siehe [18], S. 318. 
46 ) Daraus folgt Q~.i ·II -=F- 0 und von positivem MaJ3. 
47) Fur den Beweis siehe [14], S. 74, 75. 
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§ l9bis. II::_1 = II-Q~.;=I-0. Wir betrachten eine (offene) Kreisscheibe. 
O(x0, y0 ; r) mit Mittelpunkt (xo, yo) E II::_1 und Radius r, ftir den: 
4a 8a 
-:::::r:::::8·-n- - n' 
wodurch: 
(52) 
Es ist deutlich daB O(xo, yo; r) im Innern von Yn,i liegt. (49) liefert: 
m(yn,J)-m(Il·yn,i)<:n:rn2(82a4), also auch 
m[O(xo, yo; r)-II·O(xo, yo; r)]<:n:rn282a4, 
woraus mit (52) folgt: 
(53) m[Il·O(xo,yo;r)] 1 4 2 > -(/. 
:n:r 
Wir wenden Lemma 3 an mit r = 4a, wodurch: 
n 
- - ~ ~ I fB(x, y)- fB(xo, Yo) I< 2kl ·- ftir aile (x, y) mit l5(x, y; Xo, yo)<-. n n 
Ftir je zwei Punkte (x', y') E Q~.i• (x", y") E Q~.i ist dadurch: 
(54) - - 8a lfB(x", y")-fB(x', y')l<2kl · -. 
n 
-Nach Lemma 4 ist fB(x, y) in fast allen Punkten von II::_; total-differen-
zierbar, mit 
(55) I ~x'l;;:; 4kl, I ~v'l;;:; 4h, I Ox' I;;:; 4kl, und I Ov' I;;:; 4kl. 
Setzen wir vorlaufig ftir das betrachtete Q~.i: 
Q~.i = [a1;;:; x;;:; ~; b1;;:; y;;:; b2], 
und ftir die Menge der Punkte von II::, 1 mit festem y Il11 , so ist II11 abge-
schlossen (ev. leer), und bei Il11 =;b-0 (a1<x<a2; y=y)-II11 Summe von 
abzahlbar vielen offenen Intervallen; (xs' <x<xs''; y=y) (s= l, 2, ... ) seien 
die groBten offenen Intervalle komplementar zu Il11 fur das kleinste II11 
enthaltende abgeschlossene lineare Intervall [a';;:; x;;:; a"; y = y ]. N ach 
Lemma 2, {3 ist 
(56) I ~(xs'', y)- ~(xs', y) I ;;:; I ij(xs", y)- ij(xs', y) I< k1 ·l5(xs'', y; :ts', y). 
Mi , ( , ) 8a d , ( ") 8a c 1 l t r = 2 a - a1 + 8 · - un r = 2 a2- a + 8 · - .10 gt, wegen 8 < -4 n n 
a 
und ~-a1 = -, 
n 
19 Series A 
4a , Sa 4a , 8a 
- ::::: r ::::: s · - und - ~ r ~ e · -, n- - n n n 
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wodurch sich (53) behaupten laBt mit (xo, yo) ersetzt durch (a', y) oder 
(a", y) und r ersetzt durch r' bzw. r". Anwendung von Lemma 3 gibt 
dadurch: 
) 
! ~(a1, y)- ~(a', y) [ < 2h · [ 2(a'- a1)+E ·~a] bzw. 
(57) [ Sa] [~(a2,y)-~(a",y)!<2kl· 2(a2-a")+E·n. 
Die auf [a1, a2] in x stetige Funktion ~y(x), welche in (a1, y) und (a2, y) 
und in den Punkten von Ily mit ~(x, y) zusammenfallt, und sich linear 
andert in den komplementaren Teilintervallen von (a1 , y), (a2 , y), ist auf 
diesem linearen Segment totalstetig wie aus Lemma 2, {3 hervorgeht 48). 
Daraus folgt nach einer bekannten SchluBweise 
~(a2, y)-~(a1, y) = fn ~~ dx + .L [~(xs", y)-~(xs', y)] + 
Y uX (s) 
+[~(a', y)-~(a1, y)] + [~(a2, y)-~(a", y)], 
oder, abgeklirzt, 
(58) 
wegen (56) und (57) ist dabei 
I (h(y) I< l6k1· [_L b(xs", y; xs', y)+(a' -a1)+(a2 -a")]+k1 . 32a. E. 
w . n 
Bei Ily=O fehlt das Integral in (58); (58bis) laBt sich dann, wegen (54), 
ersetzen durch 
a 32a I bl(y) I< l6kl.- + kl.-. E. 
n n 
Aus (55) in fast allen Punkten von JI:_i folgt die Integrierbarkeit von 
fnY ~~ dx tiber [b1, b2], wodurch (58), (58bis) und (5ster) liefern 
fR(Q-' .) ~dy = H: dy[~(a2, y)- ~(a1, y)] = H: dy fn ~~ dx + fg: b1(y) · dy, 
n,1 Y uX 
mit 
Mit analogen Relationen fur - :D findet man nach Addition: 
48 ) Denn sie genugt dadurch einer Lipschitz-Bedingung. 
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wobei 
Mit ( 49) folgt: 
m(Q' .-II*.):;:;; nrn2-m(Il·yn t)<c;2.a4·nrn2 = c;2·a4·n 64a2 
11,1 n,1 • n2 ' 
wodurch 
(60) 
mit k2 eine von B unabhangige positive Konstante. 
Summation tiber aile Q~.i, angedeutet durch 1', liefert 
m[1' (Q~.;-II:,;)] <c;2.a4·n· 64m(1' Q~.;):;:;;c;2.a4·n· 64m(lo)<c:, 
weil a< 32~0 , c:<! und der Diameter von lo<a2 (§17). Mit (48) folgt 
dadurch 
(61) I HL''(Q' -II*·) f(x, y)da l<n. 
n.1 n.') 
Bedingung 2° von § 17, (59), ( 60) und ( 61) liefern, mit Lemma 4 und 
Teil I, § 2 (Satz), 
1' fR(Q' .ldx+Qdy-SfL''Q' fda~1'0n,J- HL''(Q' .-II* _/da> 
11,1 11,1 n,1 11,1 
wodurch, wegen c:<rJ, 
{62a) 
wobei k3 eine von 'YJ unabhangige positive Konstante. 
§ 19ter. Aus Segment 1 C Q~.i• wobei Q~.i wie in § 19, 2°, folgt (38), 
somit auch (etwa mit dem allgemeinen Theorem von II, § 8) 
fR(Q-" ·)Pdx+Qdy- fiQ-". fda~O, 
n.1 n.1 
wodurch, bei 1" Summation tiber aile Q~.i andeutend, 
(62b) 
·1, fR(Q" .ldx+Qdy- fSL'"Q" .fda~O. 
n.1 n.1 
SchlieBlich betrachten wir Quadrate Q~.i wie in § 19, 3°. Setzen wir 
¥orlaufig fur ein bestimmtes Q~.i: 
Q~.i '=" [a1:;:;;x:;:;;a2; b1:;:;;y:;:;;b2]. 
Nach von D. MENCHOFF herrlihrenden topologischen Betrachtungen 49) 
U) Siehe [14], S. 82-90. 
278 
laBt sich dann die Existenz von vwr Kurven Lt', L/' (i= I, 2) mit den 
nachfolgenden Eigenschaften zeigen: 
I o jede Kurve ist rektifizierbar zwischen je zwei ihrer Punkte; Geraden 
parallel zur x- und y-Achse haben einen und nur einen Punkt mit einer 
solchen Kurve gemein; sind (x", y") und (x', y') zwei Punkte einer Kurve, 
so ist fur die Bogenlange dieser Kurve zwischen den zwei Punkten: 
BogenHinge {(x", y"), (x', y')}< ~~ x" -x'/, 
(J 
daneben: 
{(x", y"), (x', y'), Ox}>300 a und {(x", y"), (x', y'), Oy}>300 a. 
2° die vier zu verschiedenen Indizes gehorenden Paare dieser Kurven 
haben einen und nur einen gemeinsamen Punkt: 
I 2a die Abstande der vwr Punkte zu R(Q~.i) ist < - · -. 
a n 
Aus (~, 'Y/1') E L1', (~, 'Y/1") E L1" folgt r]1" ;::,'YJl'; 
aus (~1','Yj)EL1',(~1",'YJ)EL1" folgt ~1'-;::,~1"; 
a us (~, 'Yjz') E L2', (~, 'Yj2") E L2" folgt 'Y/2 1 -;::, 'Y/2 11 ; 
aus (~2',1J)ELz',(~z",'YJ)ELz" folgt ~2'-;::,~2"· 
3° die vier Kurven schlieBen einen einfach zusammenhangenden 
Bereich H ein, wobei II!.i II· Q~.i ~ ll; der Rand von H besteht a us 
den Bogen {(x1', y1'), (x3', y3')} von Lz', {(x3', y3'), (xz', yz')} von L1", 
{(x2', yz'), (x4', y4')} von Lz", und {(x4', y4'), (x1', y1')} von L1' 50). 
50) Es ist denkbar, daB es keinen Bereich H gibt, z.B. bei zusammenfallenden 
Bogen {(x1',y1'), (x'g,yg')} und {{x4', y/), (x2', y2')}, wobei sodann {(xg', yg'), (x2', y2')} 
und {(x1', y1'), (x4', y4')} sich beide in einen Punkt zusammenziehen. In diesem 
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4° jeder Punkt von L1' oder L1" liegt auf einer Geraden d1(x, y) von 
S(JI, a), mit (x, y) E II:_j, und jeder Punkt von Lz' oder Lz" auf einer 
Geraden d2(x, y) von S(JI, a), mit (x, y) E II:.i- Die Geraden di(;", rj") und 
dt(~', rJ'), mit(;'', rj") und (;', r/) Punkte von II:.~, welche bzw. die Punkte 
(x", y") und (x', y') von Lt' enthalten, haben einen gemeinsamen Punkt 
(~0 , 'f]o), wobei der Winkel zwischen den linearen Segmenten (x", y"), (~o, 'f]o) 
und (x', y'), (~0 , 'f]o) im Dreieck {(x", y"), (~0 , 'f]o), (x', y')} gr6Ber als n/2 ist 
(i = l, 2) 51). Analoges gilt fiir die Kurven L/'(i = l, 2). 
A D. Q-~~~ a ,rn 1 a d Ab t d ( , ') d us 1ameter von n , = - v 2 < -- un s an von Xt , Yi un 
" n an 
R(Q~ ,) < ~ 2a (i = 1, 2, 3, 4) folgt 
,, a n 
I , , I 1 5a f"' d' p Xk -x1 <--, ur 1e aare 
a n 
(k, l) : (1, 3), (1, 4), (3, 2), (4, 2), 
wahrend nach 1 o fiir diesel ben Paare (k, l) gilt 
Kurvenlange von { (xk', Yk'), (xz', yz')} < ~I xk'- xz' I, 
a 
wodurch fur diese Paare auch folgt 
Kurvenlange von {(xk', yk'), (xz', y1')}< _.!-._. 5a. 
a2 n 
D D. H- . d d h 1 20a er 1ameter von 1st a urc < 2 · -. a n 
Im folgenden soli gezeigt werden, daB fiir je zwei Punkte (x", y") und 
(x', y') von fl gilt: 
I o; ( , ") ~( , ')I k a . k 800 i<.:l X , y - i<.:l X , y < 4 • -, mit 4 = -3. 
n a 
Nehmen wir erstens (x", y"), (x', y') auf einem der Randbogen von ll, 
etwa auf {(x/, y4'), (x1', y1')} an. Die Punkte (;'', r]"), (~', r]'), (~o, 'f]o) seien 
fiir L1' wie unter 4° angegeben. Da (x", y"), (x', y'), (;'', r]") und (~', r]') zu 
ll gehoren, folgt: 
(63) , 1 20a 1 20a 15(x" y"· ~, ")<- ·- und 15(x' y'· t ')<-·- · 
' ' ' 'fl a2 n ' ' ' 'fl a2 n ' 
Fall ist beweisbar daB die zusammenfallende Bogen Liniensegmente sind, welche 
aile Punkte von n:.~ enthalten. Es ist nun leicht zu zeigen, daB die Relation (38) 
fUr Q~.i gilt, wodurch wir derartige Quadrate in die zweite Gruppe der Q~.i (fur 
die (62b) gilt) unterbringen konnen. 
51 ) Der Fall, in welchem d;(l;", r/') und d;(/;', r/) zusammenfallen, ist bei dieser 
Formulierung eingeschlossen; (x", y"), (x', y') liegt dann auf einer Geraden d1(t;, n) 
mit (/;,f)) E II:.~, fUr (/;o, r]o) wahle man dann einen innem Punkt von (x", y"), (x', y'). 
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da nach 4° b(x", y"; ~0 , 17o)<b(x", y": x', y') ist, erhalten wir 
(64) -"(t" "·t )<-"(t" "· , ")+-"(, "·t ) 1 40a u ~ , 11 , ~o, 170 = u ~ , 11 , x , y u x , y , ~o, 170 < 2 · -, 
a n 
und analog 
(65) 
Aus (63), (64), (65) und (47) folgt 
b(x", y"; ~,' 11") <a, <5(~", 11"; ~o, 17o) <a, b(~o, 170; e' 11') <a, b(c;'' 111 ; x'' y') <a, 
wodurch sich 5° a us der Definition von S(II, a) anwenden laBt, was liefert: 
) 
I ~(x",y")- ~(x', y') 1~ l~(x",y")- ~W', 11") 1+1 ~W', 11")- ~(~o, 11ol I+ 
(66) __.. __.. __.. __.. 1 1 120a 
+I ~(~o, 17o)-~W,17'll+l ~W, 11')-~(x', y')l~- · 2 · -. 
a a n 
Anwendung von (66) zeigt bei (x", y") und (x', y') auf voneinander 
verschiedenen Randbogen von il: 
(67) I ~(x", y")-~(x', y') / ~ ~. 3~a. 
Aus (x", y") E II·il, (x', y') E il-H und (x, y) Schnittpunkt einer nach 
der Definition von S(II, a) zu (x", y") gehorenden Geraden d1(x", y") mit 
dem Rande il-H, folgt, mit (67), 5° aus der Definition von S(II, a) und 
-"( _ _ , ") 1 20a 
u x, y; x, y < 2 ·-<a, a n 
/~(x", y")-~(x', y')l ~ l~(x", y")-~(x, y)j+j~(x, y)-~(x', y')l < 
1 1 20a 1 360a 1 380a 
<a. a2. r;;-+ a3 ·-;- = a3 ·--;;;;-· 
Es ist nun Ieicht einzusehen, daB fiir je zwei willkiirliche Punkte 
(x", y"), (x', y') E II·il +(il-H) gilt: 
(68) I ~(x", y")- ~(x', y') I<_!_. 400a. 
a3 n 
II!.~ = II· Q~.i C il (nach 3°); il enthiilt somit Punkte von Q~.i' also 
auch von Q. Da der Diameter von il < \ · 20a ist, und n so groB gewahlt 
a n 
- · - 1 20a -
wurde daB der Abstand von Q und Io-Io > 2 ·- ist (§ 19), gilt H C Io. a n 
Nach dem Beweisverfahren welches zu Lemma 2, cX2 fiihrte, folgt nun fiir 
je zwei Punkte (x", y"), (x', y') E il: 
(69) I ~( , ") ~( ' ')I k a b . k 800 ;oX ,y -;o X,y ,< 4" n ei 4= "'"G3• 
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Da jeder der vier Bogen, welche den Rand von H bilden, mit jeder 
der Seiten von Q~.i hochstens einen Punkt gemeinsam haben kann, ist 
Ho -- H. Q~.i ein einfach zusammenhiingender Bereich 5°), dessen Rand 
besteht a us vier Bogen Ak,z, liegend auf Bogen {(xk', Yk'), (xz', Yz')}, mit 
(k, 1)=(1, 3), (1, 4), (3, 2) oder (4, 2), und vier linearen Segmenten 
r1(l= 1, ... , 4) auf den Seiten von Q~.i· Dabei ist es moglich daB einzelne 
Ak,z, rz leer sind, aber jedenfalls ist II:.~~ flo, mit 
) 
Bogenliinge Ak,z~Bogenliinge {(xk', Yk'), (xz', yz')} < : 2 · ~, und (70) 
Lange rz ~ f!... 
n 
Die offene Menge a - Q~. i - fl 0 ist Summe von hochstens vier einfach 
zusammenhiingenden Bereichen a., ausgenommen bei Q~.i=flo (dann ist 
a leer), oder bei floC Q~.i· (dann ist a ein zweifach zusammenhiingender 
Bereich). 
Wegen n:.~ ~flo ist fur jedes in einem a. enthaltenen, abgeschlossenen 
Intervall 1 (38) erftillt, was mit dem allgemeinen Theorem (Teil II, § 8) 
und bei R(a.) positiv orientierter Rand von a. gibt 
(71) 
-+" Q(x, y) und -P(x, y) sind Komponenten des Vektors }B(x, y) parallel zur 
x- und y-Achse; ist (xo, yo) E H, (x, y) E flo, so folgt mit (69) 
(72) a a I P(x, y) -· P(xo, Yo) I< k4 ·- und I Q(x, y) --Q(xo, Yo) I< k4 ·-. 
n n 
Bei richtig gewiihlten Integrationsrichtungen liings den Ak,Z und rz erhiilt 
man, unter Anwendung von (70) his (72), 
J R(Q"' .l(x, y)dx+Q(x, y) dy-J J Q'" . f(x, y)da = J R'Q"' .\ [ P(x, y)-P(xo,yo) ]dx+ 
n.J n.J \ n,J' 
+[Q(x,y)-Q(xo,yo)]dy-JSQ'" .f(x, y)da= 
n.J 
~~ L J;. [P(x, y)-P(xo, Yo)]dx+[Q(x, y)-Q(xo, Yo)]dy+ 
ik.l) k.l 
+ L J [P(x, y)- P(xo, yo)] dx+ [Q(x, y)-
(l) 'l 
-Q(xo, Yo)]dy+ L:Jma )P(x, y)dx+Q(x, y)dy- JJQm .f(x, y)da~ 
(:v) , v n.J 
a 1 5a a a ( 5 ) a2 ~ - 8k4 · - · - · - - 8k4 · - · - - J JH fda= - 8k4 - + 1 · - - JJ fda. 
n a2 n n n o a2 n2 Ho 
Summation (.L;"') tiber alle Q~.i liefert 
L;"'JR(Q'" .ldx+Qdy- JSL'mQm .fda~- 8k4( 52 + 1) ·m[L;"'Q~.d- JSL'mHJda. 
n,J n,J a 
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Nach (51) wurde n so groB gewahlt daB m(En) <s ist; mit 
2.111Ho C L,"'Q~.i- En, (48) und e<1) folgt dadurch: 
(62c) L111 fR 1Q-"' .)Pdx+Qdy- ff~:-~~~Q-"' .fda~- 8k4 ( 52 + 1) · s-1) >- k5·1), 
, ~~ ~~ a 
wobei k5 eine von 1) unabhangige positive Konstante. 
§ 20. Durch Summation von (62a), (62b) und (62c) folgt: 
wobei -ka-k5 unabhangig von 11· Fur jedes abgeschlossene Quadrat 
Q C Io ist somit 
Dies widerspricht jedoch der Annahme S·lo#O (§ 17). Damit ist der 
Hilfssatz 9 bewiesen. 
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